Bartha Gabor feladatjavaslatai az Arany Daniel Matematika Versenyre

Kérem, hogy a megolddsokat elektronikus (lehetdleg doc vagy docx) formdban is kiildjétek el a kévetkezo e-
mail cimre: balgaati@gmail.com
I. fordulo:

1.

Egy egyenl6 szart haromszog sulypontja rajta van a hdromszog beirt korén. Mekkora a koré irt és a beirt
kor sugaranak aranya?

. Igazoljuk, hogy egy derékszogli haromszognek csak akkor van két egymasra merdleges sulyvonala, ha a

sulyvonalakbol, mint oldalakbdl derékszogii haromszog szerkeszthetd.

. Egy c atfogdju derékszogli haromszog beirt korének kézéppontja K, sulypontja S. Bizonyitsuk be, hogy

1 KS 1

£<c<3

. Az AB atfog6ju ABC derékszogli haromszog koré irt korét a € csicsbol indulé magassagvonal az E, mig a

C csucsbdl huzott szogfelezd a D pontban metszi. Igazoljuk, hogy AC > BC esetén a BCDE négyszog és
az ABC haromszog egyenld tertlet(i! (Megj.: Prolongdlva lett a IL.-111. forduléra.)

. Mekkora a befogok aranya abban a derékszogii haromszoégben, amelyben az egyik befogéhoz hozzairt

kor sugara kétszer akkor, mint a beirt kér sugara?

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenl6 szari haromszog oldalainak hossza adott egységben mérve egész

szam, akkor a haromszog Kkertilete és teriilete nem lehet azonos szamértékii!

. Az AB alapu ABC egyenl6 szaru haromszog alapjanak felez6pontja F;, silypontja S, magassagpontja M,

beirt kore k. Ha FM = /6 és S illeszkedik k-ra, akkor mekkora az ABC haromszog keriilete?

. Egy trapéz atléi merdlegesek egymasra. Bizonyitsuk be, hogy ha a trapézba az oldalakat érint6 kor ir-

hatd, akkor a trapéz rombusz!

. Az ABC egyenl6 szaru haromszog AB alapjanak egyik belsé pontja P. Az AC szar C csucshoz kozelebbi

harmadolépontja H. Az A csucs HP egyenesre vonatkozo6 tiikorképe a BC oldal B csucshoz kozelebbi ne-
gyedel6pontja. Hatarozzuk meg az AP: PB aranyt!

10. Egy négyzet két szomszédos oldalanak felez6pontja P és Q. A PQ egyenes a négyzet koré irt kort az R

, . . RS\? , ...,
és S pontokban metszi. Hatarozzuk meg (5) értékét!

11. A nullatél kiilonbézé a és b valds szamokra a? + b? = 1 teljesiil. Hatarozzuk meg az alabbi szorzat

minimumat:

(1+2)-(1+7)

12. Bizonyitsuk be, hogy ha x > 0, akkor

241+1< ! <2 1+1
x  WxZ—x 2x

13. Mi az aldbbi kifejezés legkisebb értéke, ha x < —1:

1 1\?
T

1 1 1—x
x x+1

-1




14. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan:
X X

( _m> +( +m> —4

15. Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazan értelmezett f fliggvény legkisebb és legnagyobb értékét,

ha
2x—1

100 =2y

16. A minden valds szamra értelmezett f(x) fiiggvényre f(x + 1) + 3f(—x) = |x| teljestl. Adjuk meg
f (x) zérushelyeit!

17. Hany olyan (x; y) szampar van, amelyre teljesiil az alabbi egyenldség:
1 1 1

x 'y 2005

18. Hany olyan pozitiv egészekbdl all6 (x; y; z; u) szdmnégyes van, amelyre igaz az alabbi egyenl6ség:
2% 4 2Y 4 27 4 24 = 22005

19. Igazoljuk, hogy 2006 darab paratlan szam négyzetének 6sszege nem irhaté fel sem két négyzetszam
osszegeként, sem pedig két négyzetszam kiilonbségeként!

20. Az {1;2;3;..;100} halmaznak hany olyan haromelem részhalmaza van, amelyben a szamok 6sz-
szege 100?
21. Hany olyan pozitiv egész szamokbol all6 (x; y) szampar van, amelyre teljesiil az alabbi egyenlGség:
1 1 1
x y 2009

22. Aza és b pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy:
1

b

\/a—\/az—l_\/a+\/a2—1=

Mi lehet az a szam utolsd szamjegye?

23. Bizonyitsuk be, hogy 9 darab egymast kovetd egész szam négyzetének 0sszege
a) nem lehet primszam;
b) nem lehet négyzetszam!

24. Hatarozzuk meg azokat az egész szamokbdl 4ll6 (x ; y) szamparokat, amelyekre teljestil, hogy:

lyl =vVx? +x—2

25. Az{1;2;3;..;2009} szamhalmazbol 10 darab szamot valasztunk ki egyesével a kovetkez6 modon.
Az els6 két szam az adott halmaz valamelyik két eleme. A harmadik kivalasztott szadm az els6 kettd 6sz-
szege, ami éppen négyzetszam. Minden tovabbi kivalasztott szam az addig mar kivalasztott szamok 0sz-
szege. Hany négyzetszam lehet a kivalasztott 10 darab szam kozott?



26. Tekintsilik azokat a a négyjegy(i pozitiv egész szamokat, amelyek szamjegyeinek 6sszege 4. Hany sza-
zalék az esélye annak, hogy ezek koziil a szamok koziil egyet véletlenszer(ien kivalasztva paros szamot
kapunk?

IL. fordulo:

27. Egy derékszogli haromszog beirt korének sugara r. A beirt korhoz az oldalakkal parhuzamos érint6-
ket huzunk. Az érintdk altal az eredeti haromszogb6l levagott harom Uj haromszog beirt korének sugara
T Ty T
Bizonyitsuk be, hogy 7, + 1, — 1. =1 - (4V2 = 5).

28. Az ABC derékszogil haromszog BC befogdjanak tetszéleges P pontjabdl merdlegest allitunk AP-re. A
meroleges az AB atfogdt E-ben metszi. Az E pont BC-re es§ merdleges vetiilete Q. Igazoljuk, hogy CQ
akkor minimalis, ha a P pont rajta van az A csticsboél indulé szogfelezén.

29. At teriileti, m magassagu hurtrapéz alapjai AB és CD, az atlok metszéspontja M, a trapéz kortlirt
korének kézéppontja 0. A BC oldal felezépontja E, az AD oldalé pedig F. Bizonyitsuk be, hogy ha t = m?,
akkor az OEMF négysz6g rombusz.

30. Az AB szakasz A csucshoz kézelebbi harmadolépontja H. Az AHC és HBD szabalyos haromszogek az
AB egyenes ugyanazon oldalan helyezkednek el. AD és HC metszéspontja P, BC és HD metszéspontja Q,
AD és BC metszéspontja M.

a) Hatarozza meg a PQ: AB aran értékét.

b) Bizonyitsuk be, hogy az M, P, H, Q pontok egy koron vannak.

31. Igazoljuk, hogy ha egy derékszogli haromszog sulyvonalaibdl, mint oldalakbél derékszogli harom-
szog szerkeszthetd, akkor ez a haromszog hasonlé az eredeti haromszoghoz.

32. Két rsugarua kor kiviilrdl érinti egymast. Egy Gjabb r sugaru k; kor mindkét kort kiviilrél érinti az A
és B pontokban. Egy masik r sugaru k, kor is érinti az eredeti két kort a C és D pontokban. Az ABCD
konvex négyszog keriilete 4 egység. [rjunk fel olyan egész egyiitthatés masodfoki egyenletet, amelynek
egyik gyoke r.

33. Rajzoljuk meg azokat a koroket, amelyek atmennek egy tetszéleges haromszog egy csicsan és s
csucsbdl induld oldalak csticshoz kdzelebbi harmadolé pontjain. Bizonyitsuk be, hogy van olyan kér,
amelynek sugara a megrajzolt korok sugarainak szamtani kézepe, és mindharom kort érinti.

34. Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglalap atloi atloi altal bezart kisebbik szog 30°, akkor a téglalap bels6
szogfelez6i altal kozrefogott négyszog teriilete megegyezik a téglalap tertiletével.

35. Az AB alapu ABC egyenl6 szaru haromszog A csicsbdl indul6 sulyvonalat harmadolja a B csticsbol
indulé magassag.

a) Mekkora szogben latszik a haromszog S sulypontjabol az AB alap?

b) Milyen aranyban osztja az adott magassag a haromszog tertiletét?

36. Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglalap keriiletének négyzete a teriiletének 25-sz6rose, akkor az atlok
altal bezart kisebb sz6g 30°-nal kisebb.

37. Egy téglalapot az egyik csucsabdl huzott két egyenes harom egyenl tertiletii részre oszt. Mekkora
téglalap oldalainak aranya, ha a harom rész koziil kettének egyenld a keriilete?

38. Az ABCD téglalap atléi AC és BD. Bizonyitsuk be, hogy a téglalap tetszdleges P belsd pontjara teljesiil,

hogy
PA? — PB? = PD? — PC?



39. Az egységnyi oldali ABCD négyzetbe irt PQRS paralelogramma P, Q, R, S csucsa rendre az AB, BC, CD,
DA oldal egy-egy bels6 pontja. Mekkora lehet AP értéke, ha a paralelogramma tertilete %—része az ABCD
négyzet teriiletének?

40. Az ABCD egyenl6 szaru haromszog AB alapjanak egyik belsé pontja P. Az AC szar C-hez kozelebbi
harmadolépontja H. Az A csucs HP egyenesre vonatkoz6 tiikorképe a BC oldal B-hez kozelebbi negyede-
16pontja. Hatarozzuk meg az AP: PB aranyt!

41. Egy paralelogramma oldalai 3 cm és 4 cm hosszuak. A két atl6 6sszege centiméterben mérve egész
szam. Mekkora lehet az atlok kiilonbségének abszolut értéke.

42. Ha a+/3 egység atfogoju derékszogii haromszogre igaz, hogy a haromszog stlypontja a beirt kéron
van rajta, akkor mekkora a haromszog kertilete?

43. Egy derékszogii haromszog egyik oldalaval parhuzamos egyenes felezi a haromszog kertiletét és te-
riiletét is. Mekkora a haromszog legkisebb szoge?

44. Adott a sikon n darab pont (n > 3). A pontok koziil bArmely harom lefedhet6 egy egységsugaru kor-
lappal. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az 6sszes pont lefedhet6 egy két egység sugaru korlappal.

45. Adott a sikon n darab pont (n > 3). A pontok koziil barmely harom lefedhet6 egy egységnyi teriilet(
haromszoggel. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az 6sszes pont lefedhet6 egy négy egység tertiletli harom-
szoggel.

46. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a val6s szamok halmazan:
1 1 2 2

(Vi m) (Vi dm) (1ediedm) (1—dir )

=0

3

2
47. Igazoljuk, hogy ha az x, y valds szdmokra teljestilnekazx + y+z =aésazxy + yz+ zx = a: egyen-

18ségek, ahol a > 0, akkor x, y, z mindegyike nemnegativ és nem nagyobb 2 a-nal.

48. Az f(x) = px — x? masodfoku fiiggvény (p > 0) grafikonja és az x tengely altal kozrefogott sik-
idomba téglalapokat irunk Ggy, hogy a téglalapok két csticsa az x tengelyen, kettd pedig az f (x) fliggvény
grafikonjan legyen rajta.

a) Milyen pozitiv p paraméter esetén irhaté maximalis keriilet( téglalap a sikidomba?

b) Maximalis kertilet(i téglalap esetén milyen tavol van a parabola csucsa a hozza legkdzelebbi téglalap-
csucstol?

49. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvény maximumat és minimumat:

RoR FGO x?—1
‘R- =
f flx x2+3x+4

50. Hatarozzuk meg a val6s szamok lehetd legb&vebb részhalmazan értelmezett f(x) = 2v/x + V9 — 2x
fliggvény értékkészletét

51. Hatarozzuk meg a p € Z* lehetséges értékeit ugy, hogy az alabbi fliggvény értékkészlete pontosan
10 darab egész szamot tartalmazzon

fO) =Jx?+p—yx?+1

52. Legyen x tetsz6leges pozitiv egész szam és jeldlje f(x) az x szdmnak és az x szam szamjegyei ossze-
gének kiilonbségét, ahol f(x) = 0, ha az x szam egyjegy. Oldjuk meg az f[f(f(x))] = 9 egyenletet.



53. Az{a,} szamsorozatot a kovetkez6 modon definialjuk:
a, = a, ahol ,a” pozitiv egész szam, n > 1 esetén pedig

1 . .
_|=a,,haa, parosszam
n+1 2

2a, +2,haa, paratlan szam
Bizonyitsuk be, hogy ha a = 22°°¢ + 2006, akkor a sorozatnak tagja az 1, 2, 3, 4, 5 szamok mindegyike.

54. Tekintsiik azokat a legalabb kétjegyi tizes szamrendszerbeli szamokat, amelyeknek els6 szamjegye
1, a tobbi pedig mind egyforma, de nem 0. Hany négyzetszam van ezek kozott a szamok kozott?

55. Aza, b, c paronként kiilonb6z6 pozitiv egész szamokra teljestilaz alabbi 6sszefiiggés:
a*+b®> a+b
b3+c3 b+c
Igazoljuk, hogy ekkor az ax + cy = b?°°> mindig van pozitiv egész szamokbél 4ll6 (x ; y) megoldasa.

56. Adott 17 darab természetes szam, amelyek primosztéi a p,, p,, p3, P4 primszamok koziil kertilnek Kki.
Bizonyitsuk be, hogy a 17 szam koziil kivalaszthaté két olyan, amelyek szorzata négyzetszam.

57. Bizonyitsuk be, hogy 2006 darab paratlan egész szam négyzetének 6sszege nem allithaté eld két
négyzetszam osszegeként és két négyzetszam kiilonbségeként sem.

58. Melyek azok a pozitiv egész szamok, amelyek 2012-zel nagyobbak szamjegyeik négyzetdsszegénél?

59. 49 darab pozitiv egész szam szorzata egyenld a szamok 6sszegével. Igazoljuk, hogy van a szamok
kozott primszam.

60. Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszam szamu pontot jel6ltiink meg. A megjeldlt pontok -
mint csucsok - altal meghatarozott 6sszes négyszog szama kétszerese a megjelolt pontok altal megha-
tarozott haromszogek szamanak. Hany pontot jeloltiink meg az egyeneseken?

61. Harom jatékos olyan jatékot jatszik, amelyek végén az egyik jatékos két zsetont nyer, a masik kettd
pedig egy-egy zsetont veszit. A jatékosok egyenld szamu zsetonnal kezdték a jatékot. Néhany jatszma
utan az egyik jatékosnak ugyanannyi zsetonja volt, mint a masik két jatékos zsetonjai 6sszegének fele.
Igazoljuk, hogy ekkor a lejatszott jatszmak szam nem lehetett 2006.

62. Egy kocka csucsai koziil véletlenszer(ien kivalasztunk harmat (mindegyik cstics ugyanakkor val6szi-
niiséggel valaszthatd). Mekkora a valdszin(isége annak, hogy a kivalasztott harom csucs derékszogi ha-
romszoget hataroz meg?

63. Néhany telepiilés koziil barmelyik kettd pontosan egy kdzvetlen utszakasszal van 6sszekotve. Tud-
juk, hogy ha az utszakaszok koziil barmelyik 18 tonkremegy, még akkor is el lehet jutni a maradék ut-
halézaton barmely telepiilésrél barmely masikra. Mennyi lehet a telepiilések szama?

64. Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egyszer jatszik. Ha a résztvevék csak feleannyian lenné-
nek, akkor az eredetileg lejatszott jatszmak 24%-ara keriilne csak sor. Hany versenyz6 indult a verse-
nyen?

65. Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egyszer jatszik. Ha 2-vel kevesebb versenyz6 lenne, akkor
a lejatszandé partik szama négyzetszammal csokkenne. Bizonyitsuk be, hogy ha eredtileg n versenyz6
volt (n = 4), akkor n nem lehet négyzetszam.



IIL. fordulé:

66. Egy derékszogli haromszog oldalait és csucsait a szokott mddon jelolve a < b < c¢. A haromszognek
a C csucsbol indulé sulyvonal egyenesére vonatkozo6 tiikorképe A’B’C’ Az ABC és az A’B’C’ haromszoglap
kozos részének teriilete az ABC haromszog teriiletének fele. Mekkora ebben az esetben az alabbi hanya-
dos pontos értéke:

2b% — ¢
aZ

67. Egy hegyesszogli haromszdogbe harom négyzetet irunk Ugy, hogy a négyzet mindegyik csucsa a ha-
romszog keriiletén legyen. Bizonyitsuk be, hogy a harom négyzet teriiletének 6sszege kisebb a harom-
szog teriiletének masfélszeresénél.

68. Egy haromszog egyik oldala a masik két oldal mértani kézepe. A hdromszog sulypontja az oldalaktél
rendre p, g, r tdvolsagra van. Bizonyitsuk be, hogy ha p? + q? = 12, akkor a haromszog derékszog(i.

69. Tekintsilik a szabalyos n-szog csucsi altal meghatarozott 6sszes haromszoget. Mekkora lehet n értéke,
ha a hdromszogek kozott ugyanannyi hegyesszogl van, mint tompaszogl? (Prolongdlva a dontére.)

70. Egyhurnégyszog oldalfelezd pontjai négyzetet hataroznak meg. A négyzet oldal x, a hurnégyszog koré
irt kor sugara y.

a) Mekkora % minimalis értéke?

b) Bizonyitsuk be, hogy% <42

71. Egy adott AB szakasz két bels6 pontja X és Y, ahol AX < AY. Rajzoljunk az AX szakaszra AX oldalu
négyzetet, az XY szakaszra olyan téglalapot, amelynek egyik oldal XY, masik oldala 0,5 - XY hoszz, az
YB szakaszra pedig YB alapt, 2 - YB magassagu téglalapot! Mekkora az AX, XY, YB szakaszok aranya, ha
a harom megrajzolt sikidom teriiletének 6sszege minimalis?

72. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ oldald haromszégre a* + b* = ¢* teljesiil, akkor a hdromszog leg-
nagyobb szdge 72°-nal nagyobb hegyesszog.

73. Az ABCharomszogben ABCX =y = 2 - BACX = 2a. A C csticsbdl indul6 belsé szogfelez6 az AB oldalt
a D pontban metszi. A D pontb6l a BC egyenesre allitott merdleges talppontja P, az AC egyenesre huzott
merodleges talppontja pedig Q. A PQ egyenes az AB egyenest az M pontban metszi. A haromszog oldalait
a szokott modon jeldlve a haromszog K kertilete: K = a + b + ¢ = AM, ahola < b < c. Hatarozzuk meg
az a, b, c oldalak aranyat!

74. Az ABCD négyzet koré irt korének a csucsoktdl kiillonb6zd tetszdleges pontja P. Bizonyitsuk be, hogy
a PAB, PBC, PCD, PDA haromsz6gek magassagpontjai egy koron vannak.

75. Az ABatmérdj R sugaru kort beliilrdl érinti egy r sugart k kor az A pontban (R > r). Az R sugart kor
BC hitrja az E pontban érinti a k kort. Tudjuk, hogy BE és CE szakaszok mértani kozepe megegyezik a
sugarak mértani kozepével. Mekkora az r: R arany értéke?

76. Rajzoljuk meg azokat a koroket, amelyek atmennek egy tetszéleges haromszog egy csicsan és s
csucsbdl kiindul6 oldalak csucshoz kdzelebbi harmadolopontjain. Bizonyitsuk be, hogy van olyan kor,
amelynek sugara a hdrom kor sugaranak szamtani kozepe és mindharom kort érinti.

77. Az AB atfog6ju ABC derékszogl haromszog AB oldalanak felezd merdlegese a C cstucsbdl indulo belsd
szogfelez6t a P pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
PA? + PB* > PC%;
- AC + BC

V2



78. Egy derékszogil haromszog egyik oldalahoz hozzairt korének sugara megegyezik a haromszog vala-
mely oldalanak hosszaval. Bizonyitsuk be, hogy az egyik oldal a masik két oldal mértani kézepe.

79. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogi trapéz atléi merélegesek egymasra, akkor a trapéz teriilete
nem lehet nagyobb az oldalak 6sszegének szamtani kozepénél.

80. Az ABCD derékszogi trapéz alapjai AB = a, CD = c hosszudak, a derékszogl szar AD = d, a masik
szar BC = b hosszu. A trapéz atléi merdlegesek egymasra. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢ oldalakbol -
mint szakaszokbol - olyan haromszog szerkeszthetd, melynek egyik szoge 60°.

81. Egyharomszog beirt korének a haromszog oldalaival parhuzamos érint6i harom haromszogre és egy
hatszogre bontjak az eredeti haromszoget. Bizonyitsuk be, hogy ha a harom haromszoég beirt koreinek
sugarai 1: 2: 3 aranyuak, akkor a haromszog derékszogd.

82. Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszog belsejében elhelyezhet6 egy 1 egység sugaru korlap, akkor a
haromszognek van olyan magassaga, amely legalabb 3 egység hosszu.

83. Az ABCharomszog BC oldalanak felez6pontja R. Az AB oldal Q és a CA oldal P belsd pontjara teljesiil,

hogy az AQRP négyszog terlilete fele az ABC haromszog teriiletének. A PQ szakasz K bels6 pontjara igaz,
hogy % = %. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a K pont rajta van az ABC haromszog egyik kozépvonalan.

84. Az ABC haromszog CF sulyvonalanak C-hez kdzelebbi harmadolépontja P. A P ponton atmend e egye-
nes az AC oldalt a G, a BC oldalt az E bels6 pontban igy metszi, hogy a GPC haromszog teriilete 5 cm?, a
PEC haromszog tertlete pedig 4 cm?2. Mekkora az ABC haromszog tertiilete?

85. Az ABCharomszogre teljesiil, hogy a C csticsbol hiizott magassag T talppontja az AB oldal bels6 pontja,
és CT = AB. Az AB oldallal parhuzamos egyenes AC-t P-ben, BC-t Q-ban metszi ugy, hogy a TQPC négy-

sz0g hurnégyszog. Bizonyitsuk be, hogy a hurnégyszog tertlete legalabb %—része az ABC haromszog te-

riletének.

86. Az ABC hegyesszogl haromszog A és C csucsabdl indulé6 magassagainak talppontja G, illetve E. Ha
AC = 13 cm és GE = 5 cm, akkor mekkora az ABC haromszog koré irt kor sugara?

87. Milyen tavol vannak a derékszogli koordinata-rendszer orig6jatol a valds szamok lehetd legbdvebb
részhalmazan értelmezett f(x) = x? — 4x ésa g(x) = 2 + Vx + 4. fliggvények grafikonjainak metszés-
pontjai?

88. Oldja meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valos szamok halmazan:

8
<6—Vx+1
Vx+6—vVx—2

89. Azx,y,zval6s szamokra igaz, hogy x* + y# = 1, ahol z > 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

1

z+1 + zZ+1 > =
x y 5
90. Az A =ax—7y? B =by—z? C = cz.—x? kifejezésekben a, b, ¢, x, y, z olyan valds szamok, ahol

a’ + b? + ¢? = 80. Bizonyitsuk be, hogy 4, B, C legkisebbike legfeljebb 5 lehet.

91. Adja meg az aldbbi fliggvény minimumhelyét:
fiR->R f(x) =\/x2+4+\/x2 —8x+ 17

92. Azx,y,zvalos szamokrax +y +z = 9 és x? + y? + z? = 33. Melyek azok az (x, y, z) sziamharma-
sok, amelyekre az y - z szorzat értéke a lehet6 legnagyobb, illetve legkisebb



93. Tekintslik azokat a haromszogeket, amelyeknek oldalai n — 1, n, n + 1, ahol n 2-nél nagyobb egész
szam. Ha t,, jeloli a haromszog teriiletét, akkor bizonyitsuk be, hogy a {t,,} sorozat barmely tagjanak
végtelen sok egész szamu tobbszorose is tagja a sorozatnak.

94. Egy n oldalu sokszog oldalai adott egységben mérve egész szamok. A sokszog oldalai a4, a,, as, ..., a,,
kertilete pedig k. Legyen x; = aﬁ (i=1,2,3,...,n), ahol mindegyik x; egész szam.

Bizonyitsuk be, hogy ha
1
a) x; +x; +x3+ -+ x, Sz(n2 + 5n)

1
b) x1+x2+x3+---+xnsi(n2+6n)

akkor a sokszognek van két egyenld hosszusagu oldala.

95. Milyen n természetes szamra igaz, hogy az alabbi 6sszeg értéke négyzetszam:
42005 + 42006 + 4"

96. Bizonyitsuk be, hogy az egységnyi oldali négyzet belsejében végtelen sok olyan P pont van, ame-

PB PC PD __, . . e
—, —, — aranyok mindegyike racionalis szam.
PA’ PA’ PA

lyekre igaz, hogy a
97. Bizonyitsuk be, hogy az 12 + 23 + 3% + 4% + --- + 20062°%7 sz4dm
a) nem négyzetszam;

b) nem primszam.

98. Hanyféleképpen allithaté el6 2007 1-nél tobb egymast kovetd pozitiv egész szadm ugyanolyan pozitiv
egész kitevdjli hatvanyainak 6sszegeként?

99. Egy paralelogramma két oldal 2n és n? hosszd, ahol n pozitiv egész szam. Az 4tlok dsszege is egész
szam. Azt, hogy hanyféle lehet az atlok hosszanak osszege f(n)-nel jeloljik, tetszbleges n pozitiv egész
szam esetén. Adja meg az n ~ f(n) fiiggvényt!

100. Az {1;2;3;... ; 20} halmazb6l gy valasztunk ki maximalis szamu elemet, hogy a kivalasztott sza-
mok koziil barmely kett6 szorzata mas szamjegyre végzddjon, mint a tobbi szorzat. Hanyféle valasztas
lehetséges?

101. Allitsuk eld tetszéleges n pozitiv egész szam esetén a 36n? + 12n + 25 dsszeget minimalis szamu
paratlan négyzetszam 6sszegeként.

102. Két pozitiv szam 6sszege megegyezik a szorzatukkal. Mindkét szam olyan véges tizedestort, amely a
tizedesvessz6 utan két szamjegyet tartalmaz ugy, hogy az utolsé szamjegy nullatol kiilonb6z6. Melyik
ez a két szam?

103. Hany olyan pozitiv egész szamokbo6l all6 (x ; y) szampar van, amelyek kielégitik az alabbi egyenletet:
a) x* —y? = 20122011
b) x* + y? = 20122011

104. Egy négyszog mindegyik oldalanak hossza pozitiv egész szam. Barmelyik oldal hossza osztdja a masik
harom oldalhossz 6sszegének. Mekkora lehet a négyszog legrévidebb és leghosszabb oldalhosszanak
aranya?

105. Egy pénzérmét egymas utdn n-szer feldobnak (n > 2), majd lejegyzik a dobassorozat eredményét.
El6tte azonban Péter és Pal fogad. Péter nyer, ha az n dobasbdl primszamu fejdobas lett, kiilonben Pal
nyer. Melyik az a legkisebb n érték, amelyre Palnak van nagyobb nyerési esélye?



106. Adott egy kor keriiletén 2010 darab pont. BArmely két pontot 6sszekot6 szakaszt ki kell szinezni ugy,
hogy a k6zos végpontok nélkiili szakaszok szine nem lehet azonos. Bizonyitsuk be, hogy a felhasznalt
szinek szama minimum 2008.

107. Adottak az {1},{1;2},{1;2;3},...,{1;2;3; ... ; n} halmazok (n > 2). A halmazok mindegyikébdl ki-
valasztunk egy elemet ugy, hogy az adott halmaz barmely elemét ugyanakkora val6szintiséggel valaszt-
juk. P,-val jeloljiik annak valészinliségét, hogy a kivalasztott n darab elem maximuma éppen k.

a) Adjuk megn = 8 esetén a Py, P,, ..., Pg val0szinliségek maximumat.

b) Adjuk meg P, értékét k és n fliggvényében.

108. Egy szabalyos pénzérmét egymas utan 2n-szer feldobunk (n = 1). A lehetséges 2n hosszusagu do-
bassorozatok koziil hany olyan van, amelyben legalabb n darab ,fej” értékii dobas kozvetleniil szomszé-
dos?



